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Резюме. В данной работе рассмотрена математическая модель для добычи нефти с 

помощью газлифтного способа. Показывается, что уравнение движения газа и смеси 

газа с жидкостью описывается системой дифференциальных уравнений  

гиперболического типа с частными производными. Функции  txP ,  и ( , )Q x t
 

определены в форме ряда. Построен функционал, зависящий от этих функций и 

определен коэффициент гидравлического сопротивления, дающий минимальное 

значение этому функционалу. Показано, что в зависимости от выбора количества 

членов ряда, значения 
c приближаются к оптимальным значениям, полученных из 

практики. 
Ключевые слова: Газлифт, смесь газа с жидкостью, коэффициент гидравлического 

сопротивления, метод рядов. 
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1. Введение 

 

 Известно, что при добыче нефти  одной из основных задач при 

создании автоматического управления системой является нахождение 

коэффициента гидравлического сопротивления [2, 3]. Парафин, который 

имеется в составе смеси жидкости  и газа, приклеивается к стене трубы и 

создает поверхность определенной толщины  и после  определенного 

времени  мешает работе системы [6] в установившемся режиме [1,4,5]. С этой 

точки зрения определение коэффициента гидравлического сопротивления  

помогает  внести  нужную коррекцию в рабочий режим. По этой причине 

решение уравнение движением, описываемого гиперболическим уравнением, 

найдено в виде рядов [9,10]. Полученные результаты применены для 

определения коэффициента гидравлического сопротивления  в нефтяной 

трубе. В конкретном примере статистическое значение коэффициента 

гидравлического сопротивления 
c сравнивается с найденным  значением 
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того же коэффициента 
c

~
и при этом обнаруживается, что они отличаются 

друг от друга на порядок. 

2. Постановка задачи  

 

Известно, что математическая  модель в газлифтном  процессе 

приводится  к граничной задаче для систем уравнений  гиперболического 

типа с частными производными первого порядка. [7,8] 
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функции,  которые должны  определяться. 

Опишем решение этой задачи в виде рядов [9] 
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Тогда задача приводится к нахождению некоторых неизвестных 

коэффициентов  tPk  
и  tQk  

(  tP0  
и  tQ0 заданы  в граничных  

условиях (2), которые приведены ниже. В зависимости от четности или 

нечетности индексов они определяются следующим образом: 

 
  

 
  

































,0,2

,2

2

0
22

2

0
22

k
c

tQ
a

dt

d
tQ

c

tP
a

dt

d
tP

k

kk

k

k

kk

k

                             (4) 



PROCEEDINGS OF IAM, V6, N.2, 2017 

 

 188 

 
   

 
   











































,0,2

,2

1

2

1

02

212

22

0

1

212

k
c

tPF
a

dt

d
tQ

cF

tQ
a

dt

d
tP

k

kk

k

k

kk

k

             (5) 

       

Полученные решения обозначим как  22 ,, atxP и  22 ,, atxQ
 
и рассмотрим 

следующий функционал: 
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Здесь  tlP ,2
~

2  
и  tlQ ,2

~
2  

заданные функции. Теперь определим 

коэффициент 𝑎2 , который дает минимальное значение функционалу (6).                                               

Для этого приравниваем производную функционала по 𝑎2 к нулю и, учитывая 

(3),  получим: 

∫ {[∑ �̅�𝑘(𝑡, 𝑎2)
(2𝑙)𝑘

𝑘!
∞
𝑘=0 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∑

𝜕�̅�𝑚(𝑡,𝑎2)

𝜕𝑎2

(2𝑙)𝑚

𝑚!
∞
𝑚=0 +

𝑇

0
                                (7) 

+ [∑ �̅�𝑘(𝑡, 𝑎2)
(2𝑙)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

− �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∑
𝜕�̅�𝑚(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2

(2𝑙)𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

} 𝑑𝑡 = 0 

 

Если из заданных рядов принять во внимание только два члена, (7) можем  

записать в виде . 

∫ {[�̅�0(𝑡, 𝑎2) + �̅�1(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∙ [
𝜕�̅�0(𝑡,𝑎2)

𝜕𝑎2
+

𝜕�̅�1(𝑡,𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙] +

𝑇

0
               (8)   

+[�̅�0(𝑡, 𝑎2) + �̅�1(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∙ [
𝜕�̅�0(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
+

𝜕�̅�1(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙]} 𝑑𝑡 = 0 

Из уравнений (4) и (5) вычислим  члены,  входящие в (8) 

�̅�0(𝑡, 𝑎2) = �̅�0(𝑡) 

            �̅�1(𝑡, 𝑎2) = − (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

�̅�0(𝑡)

𝐹2
= −

1

𝐹2
�̅�′0(𝑡) − 2

𝑎2

𝐹2
�̅�0(𝑡)                         (9) 

�̅�0(𝑡, 𝑎2) ≡ �̅�0(𝑡),   �̅�1(𝑡, 𝑎2) = −
𝐹2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)                                 

Учитывая (9) в (8) имеем, 

∫ {[�̅�0(𝑡) + (−
1

𝐹2
�̅�′0(𝑡) − 2

𝑎2

𝐹2
�̅�0(𝑡)) ∙ 2𝑙 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∙ [−

4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡)]} 𝑑𝑡 =

𝑇

0
         

 = 𝑎2
16𝑙2

𝐹2
2 ∫ �̅�0

2𝑇

0
(𝑡)𝑑𝑡 − ∫ {[�̅�0(𝑡) −

2𝑙

𝐹2
�̅�′0(𝑡) − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∙

4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡)}

𝑇

0
𝑑𝑡 =0.    (10) 

 

Таким образом, для 𝑎2 из (10) получаем линейное уравнение. 

Теперь, если  возьмем  первые три члена из ряда (3), то уравнение (7) 

приобретает вид: 
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∫{[�̅�0(𝑡, 𝑎2) + �̅�1(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙 + �̅�2(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙2 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)]

𝑇

0

∙ [
𝜕�̅�0(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
+ 

+
𝜕�̅�1(𝑡,𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙 +

𝜕�̅�2(𝑡,𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙2] + [�̅�0(𝑡, 𝑎2) + �̅�1(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙 + �̅�2(𝑡, 𝑎2) ×  

× 2𝑙2 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∙ [
𝜕�̅�0(𝑡,𝑎2)

𝜕𝑎2
+

𝜕�̅�1(𝑡,𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙 +

𝜕�̅�2(𝑡,𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙2]} 𝑑𝑡 = 0  

 

Снова, учитывая формулы (4) и (5), имеем: 

�̅�0(𝑡, 𝑎2) = �̅�0(𝑡), 

�̅�1(𝑡, 𝑎2) = − (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

�̅�0(𝑡)

𝐹2
= −

1

𝐹2
�̅�′0(𝑡) − 2

𝑎2

𝐹2
�̅�0(𝑡), 

�̅�2(𝑡, 𝑎2) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

𝑃′̅̅ ̅
0(𝑡)

𝑐2
=

1

𝑐2
�̅�′′

0(𝑡) + 2
𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡),                        

�̅�0(𝑡, 𝑎2) = �̅�0(𝑡), �̅�1(𝑡, 𝑎2) = −
𝐹2

𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�2(𝑡, 𝑎2) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

𝑄′̅̅ ̅
0

(𝑡)

𝑐2
=

1

𝑐2
�̅�′′

0
(𝑡) + 2

𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) 

Поставляя  эти формулы в верхнее выражение, имеем: 

∫ {[�̅�0(𝑡) + 2𝑙 (−
1

𝐹2
�̅�′0(𝑡) − 2

𝑎2

𝐹2
�̅�0(𝑡)) + 2𝑙2 (

1

𝑐2
�̅�′′

0(𝑡) + 2
𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)) −

𝑇

0

 

−�̃�2(2𝑙, 𝑡)] × [−
2

𝐹2
�̅�0(𝑡) ∙ 2𝑙 +

2

𝑐2
𝑃′̅0(𝑡) ∙ 2𝑙2] + [�̅�0(𝑡) −

𝐹2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) ∙ 2𝑙 + 

+ (
1

𝑐2
�̅�′′0(𝑡) +

2𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)) ∙ 2𝑙2 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∙ [2𝑙2 ∙

2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)]} 𝑑𝑡 = 

= 𝑎2 ∫ {(−
4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
𝑃′̅0(𝑡))

2

+
16𝑙4

𝑐2
2 (�̅�0

′ (𝑡))
2

} 𝑑𝑡 +

𝑇

0

 

+ ∫ {[�̅�0(𝑡) −
2𝑙

𝐹2
�̅�′0(𝑡) +

2𝑙2

𝑐2
�̅�′′0(𝑡) − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] [−

4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)]

𝑇

0

+ 

+ [�̅�0(𝑡) −
2𝑙𝐹2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) +

2𝑙2

𝑐2
�̅�′′0(𝑡) − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ×

4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)} 𝑑𝑡 = 0.          (11) 

 

И в этом случае для 𝑎2 получаем линейное уравнение. 

 

Лемма1: Пусть P̅0(t) и Q̅0(t)  являются непрерывно дифференцируемыми 

функциями второго порядка, P̃2(2l, t) и Q̃2(2l, t) непрерывные функции. 

Тогда, если взять два или три члена  ряда (7), для параметра a2 , который дает 

минимальное значение функционала (6) , получается линейное уравнение. 

Если взять четыре  члена из ряда (7), оно приобретает вид 
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∫ {[�̅�0(𝑡, 𝑎2) + �̅�1(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙 + �̅�2(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙2 + �̅�3(𝑡, 𝑎2) ∙
4

3
𝑙3 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ×

𝑇

0

 

× [
𝜕�̅�0(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
+

𝜕�̅�1(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙 +

𝜕�̅�2(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙2 +

𝜕�̅�3(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
∙

4

3
𝑙3] + 

+[�̅�0(𝑡, 𝑎2) + �̅�1(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙 + �̅�2(𝑡, 𝑎2) ∙ 2𝑙2 + �̅�3(𝑡, 𝑎2) ∙
4

3
𝑙3 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] × 

× [
𝜕�̅�0(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
+

𝜕�̅�1(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙 +

𝜕�̅�2(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
∙ 2𝑙2 +

𝜕�̅�3(𝑡, 𝑎2)

𝜕𝑎2
∙

4

3
𝑙3]} 𝑑𝑡 = 0 

Снова, учитывая формулы (4) и (5), имеем: 

�̅�0(𝑡, 𝑎2) = �̅�0(𝑡), 

�̅�1(𝑡, 𝑎2) = − (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

�̅�0(𝑡)

𝐹2
= −

1

𝐹2
�̅�′0(𝑡) − 2

𝑎2

𝐹2
�̅�0(𝑡), 

�̅�2(𝑡, 𝑎2) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

𝑃′̅
0(𝑡)

𝑐2
=

1

𝑐2
�̅�′′

0(𝑡) + 2
𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�3(𝑡, 𝑎2) = − (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

2 �̅�′0(𝑡)

𝐹2𝑐2
= −

1

𝐹2𝑐2
�̅�′′′

0
(𝑡) − 4

𝑎2

𝐹2𝑐2
�̅�′′

0
(𝑡) − 

−4
𝑎2

2

𝐹2𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�0(𝑡, 𝑎2) = �̅�0(𝑡), �̅�1(𝑡, 𝑎2) = −
𝐹2

𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�2(𝑡, 𝑎2) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

�̅�′0(𝑡)

𝑐2
=

1

𝑐2
�̅�′′

0
(𝑡) + 2

𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�3(𝑡, 𝑎2) = − (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

𝐹2�̅�′′
0(𝑡)

𝑐2
2 = −

𝐹2

𝑐2
2 �̅�′′′

0(𝑡) − 2
𝑎2𝐹2

𝑐2
2 �̅�′′0(𝑡) 

 

 Учитывая эти формулы для параметра 𝑎2,  получаем алгебраическое 

уравнение . 

∫ {[�̅�0(𝑡) − 2𝑙 (
1

𝐹2
�̅�′0(𝑡) + 2

𝑎2

𝐹2
�̅�0(𝑡)) + 2𝑙2 (

1

𝑐2
�̅�′′

0(𝑡) + 2
𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)) −

𝑇

0

− (
1

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′′(𝑡) +
4𝑎2

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) +
4𝑎2

2

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡))
4

3
𝑙3 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] × [−

4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

+
4𝑙2

𝑐2
𝑃′̅

0(𝑡) − (
4

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) +
8𝑎2

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡))
4

3
𝑙3] + [�̅�0(𝑡) −

2𝑙𝐹2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)+(

1

𝑐2
�̅�′′0(𝑡) +

+
2𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)) ∙ 2𝑙2 − (

𝐹2

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡) +
2𝑎2𝐹2

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))
4

3
𝑙3 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∙ [

4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

−
8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡)]} 𝑑𝑡 = 𝑎2
3 ∫

512𝑙6

9𝐹2
2𝑐2

2

𝑇

0
(�̅�0

′ (𝑡))
2

𝑑𝑡 − 
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−𝑎2
2 ∫ ((−

4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
𝑃′̅

0(𝑡) −
16𝑙3

3𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡))
32𝑙3

3𝐹2𝑐2
�̅�0        

′
𝑇

0

+ (−
4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
𝑃′̅

0(𝑡) −
16𝑙3

3𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡))
16𝑙3

3𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡)) 𝑑𝑡

+ 𝑎2 ∫ ((−
4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
𝑃′̅

0(𝑡) −
16𝑙3

3𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡))

2
𝑇

0

− (�̅�0(𝑡) −
2𝑙

𝐹2
�̅�0

′ (𝑡) +
2𝑙2

𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) −
4

3
𝑙3

1

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′′(𝑡) − �̃�2(2𝑙, 𝑡))

×
32𝑙3

3𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡) + (
4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡)) ×

× (
4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))) 𝑑𝑡 + 

 

+ ∫ ((�̅�0(𝑡) −
2𝑙

𝐹2
�̅�′0(𝑡) +

2𝑙2

𝑐2
𝑃′′̅̅̅̅

0(𝑡) −
4

3
𝑙3

1

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′′(𝑡) − �̃�2(2𝑙, 𝑡))
𝑇

0

× (−
4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
𝑃′̅

0(𝑡) −
16𝑙3

3𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡))

+ (�̅�0(𝑡) −
2𝑙𝐹2

𝑐2
�̅�0

′(𝑡) +
2𝑙2

𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) −
4

3
𝑙3

𝐹2

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡)

− �̃�2(2𝑙, 𝑡)) (
4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))) 𝑑𝑡 = 0.          (12) 

  

Если вернемся к уравнению (7), и если возьмем 5 членов из ряда, получаем 

уравнение 

[ �̅�0(𝑡, 𝑎2) + �̅�1(𝑡, 𝑎2)2𝑙 + �̅�2(𝑡, 𝑎2)2𝑙2 + �̅�3(𝑡, 𝑎2)
4𝑙3

3
+ �̅�4(𝑡, 𝑎2)

2𝑙4

3

− �̃�2(2𝑙, 𝑡)] × 
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+   20 ,atQ      2 3

1 2 2 2 3 2

4
, 2 , 2 ,

3
Q t a l Q t a l Q t a l      4

4 2

2
,

3
Q t a l   

−  tlQ ,2
~

2 ]
 0 2

2

,Q t a

a






      3

2

232

2

22

2

21

3

4,
2

,
2

,
l

a

atQ
l

a

atQ
l

a

atQ















+ 

+
 4 2 4

2

, 2
0

3

Q t a
l dt

a

 


 

. 

Выражения функций, входящих в это уравнение, легко можно получить с 

помощью формул (4) и (5). 

�̅�0(𝑡, 𝑎2) = �̅�0(𝑡), 

�̅�1(𝑡, 𝑎2) = − (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

�̅�0(𝑡)

𝐹2
= −

1

𝐹2
�̅�′0(𝑡) − 2

𝑎2

𝐹2
�̅�0(𝑡), 

�̅�2(𝑡, 𝑎2) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

𝑃′̅
0(𝑡)

𝑐2
=

1

𝑐2
�̅�′′

0(𝑡) + 2
𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�3(𝑡, 𝑎2) = − (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

2 �̅�′0(𝑡)

𝐹2𝑐2
= −

1

𝐹2𝑐2
�̅�′′′

0
(𝑡) − 4

𝑎2

𝐹2𝑐2
�̅�′′

0
(𝑡) − 

−4
𝑎2

2

𝐹2𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�4(𝑡, 𝑎2) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

2 �̅�′′
0(𝑡)

𝑐2
2 =

1

𝑐2
2 �̅�𝐼𝑉

0(𝑡) + 4
𝑎2

𝑐2
2 �̅�′′′

0(𝑡) + 4
𝑎2

2

𝑐2
2 �̅�′′

0(𝑡) 

�̅�0(𝑡, 𝑎2) = �̅�0(𝑡), �̅�1(𝑡, 𝑎2) = −
𝐹2

𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�2(𝑡, 𝑎2) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

�̅�′0(𝑡)

𝑐2
=

1

𝑐2
�̅�′′

0
(𝑡) + 2

𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡), 

�̅�3(𝑡, 𝑎2) = − (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

𝐹2�̅�′′
0(𝑡)

𝑐2
2 = −

𝐹2

𝑐2
2 �̅�′′′

0(𝑡) − 2
𝑎2𝐹2

𝑐2
2 �̅�′′

0(𝑡), 

�̅�4(𝑡, 𝑎2) = (
𝑑

𝑑𝑡
+ 2𝑎2)

2 �̅�′′
0

(𝑡)

𝑐2
2 =

1

𝑐2
2 �̅�𝐼𝑉

0
(𝑡) + 4

𝑎2

𝑐2
2 �̅�′′′

0
(𝑡) + 4

𝑎2
2

𝑐2
2 �̅�′′

0
(𝑡). 

 Учитывая эти формулы, получаем следующие уравнения по параметру 𝑎2: 

∫ {[�̅�0(𝑡) − 2𝑙 (
1

𝐹2
�̅�′0(𝑡) + 2

𝑎2

𝐹2
�̅�0(𝑡)) + 2𝑙2 (

1

𝑐2
�̅�′′

0(𝑡) + 2
𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)) −

𝑇

0
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− (
1

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′′(𝑡) +
4𝑎2

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) +
4𝑎2

2

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡))
4

3
𝑙3

+ (
1

𝑐2
2 �̅�0

𝐼𝑉(𝑡) +
4𝑎2

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡) +
4𝑎2

2

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))
2

3
𝑙4 − �̃�2(2𝑙, 𝑡)]

× [−
4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
𝑃′̅

0(𝑡) − (
4

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) +
8𝑎2

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡))
4

3
𝑙3

+ (
4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡) +
8𝑎2

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))
2

3
𝑙4] + [�̅�0(𝑡) −

2𝑙𝐹2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)

+ (
1

𝑐2
�̅�′′0(𝑡) +

2𝑎2

𝑐2
�̅�′0(𝑡)) ∙ 2𝑙2 − (

𝐹2

𝑐
�̅�0

′′′(𝑡) +
2𝑎2𝐹2

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))
4

3
𝑙3 

+ (
1

𝑐2
2 �̅�0

𝐼𝑉(𝑡) +
4𝑎2

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡) +
4𝑎2

2

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))
2

3
𝑙4

− �̃�2(2𝑙, 𝑡)] ∙ [
4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡)

+ (
4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡) +
8𝑎2

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))
2

3
𝑙4]} 𝑑𝑡

= 𝑎2
3 ∫ [(−

16

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))
𝑇

0

× (
16

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(1) −
32

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡) +) +
128𝑙8

9𝑐2
4 (�̅�0

′′(𝑡))
2

] 𝑑𝑡

+ 𝑎2
2 ∫ [(−

4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

16

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡))
𝑇

0

× (
16

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡) −
32

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡)) + (−
16

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡) +
8

3
∙

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))

× (−
4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

16

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡))

+ (
4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡))
16

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡)

+ (
4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡))
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡)] 𝑑𝑡 + 
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+𝑎2 ∫ [(�̅�0(𝑡) −
2𝑙

𝐹2
𝑄′̅̅ ̅

0
(𝑡) +

2𝑙2

𝑐2
𝑃′′̅̅ ̅̅

0(𝑡) −
4

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′′(𝑡) +
2

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

𝐼𝑉(𝑡) − �̃�2(2𝑙, 𝑡))
𝑇

0

× (
16

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡) −
32

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′ (𝑡))

+ (−
4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

16

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡))

2

+ (�̅�0(𝑡) −
2𝐹2𝑙

𝑐2
𝑃′̅

0(𝑡) +
2𝑙2

𝑐2
𝑄′′̅̅ ̅̅

0
(𝑡) −

4

3

𝑙3𝐹2

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡) +
2

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

𝐼𝑉(𝑡)

− �̃�2(2𝑙, 𝑡))
16

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡)

+ (
4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡))] 𝑑𝑡 + 

+ ∫ [(�̅�0(𝑡) −
2𝑙

𝐹2
𝑄′̅0(𝑡) +

2𝑙2

𝑐2
𝑃′′̅̅̅̅

0(𝑡) −
4

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′′(𝑡) +
2

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

𝐼𝑉(𝑡) −
𝑇

0

−�̃�2(2𝑙, 𝑡)) (−
4𝑙

𝐹2
�̅�0(𝑡) +

4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

16

3

𝑙3

𝐹2𝑐2
�̅�0

′′(𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡)) +

     + (�̅�0(𝑡) −
2𝐹2𝑙

𝑐2
𝑃′̅

0(𝑡) +
2𝑙2

𝑐2
𝑄′′̅̅ ̅̅

0
(𝑡) −

4

3

𝑙3𝐹2

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡) +
2

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

𝐼𝑉(𝑡) −

−�̃�2(2𝑙, 𝑡)) (
4𝑙2

𝑐2
�̅�′0(𝑡) −

8𝑙3𝐹2

3𝑐2
2 �̅�0

′′(𝑡) +
8

3

𝑙4

𝑐2
2 �̅�0

′′′(𝑡))] 𝑑𝑡 = 0 .             (13)             

 

В результате получаем. 

Лемма 2: Пусть  P̅̅
0̅(t) и Q̅0(t)  являются непрерывно дифференцируемыми 

функциями четвертого порядка, P̃2(2l, t) и Q̃2(2l, t) неперерывные функции. 

Тогда, если взять четыре  или пять членов  ряда в функционале (7) для 

параметра a2, который дает минимальное значение функционала (6), 

получаем  кубическое  уравнение вида (12) и (13). 

Если  взять 2n члена из ряда (7), оно приобретает вид: 
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Или, различая четные и нечетные индексы и, учитывая (4) и (5) , получаем: 
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Наконец, если взять 12 n  члена из ряда (7), это выражение 

принимает вид: 

 
 

 
   

 























T n

m

m

m
n

k

k

k
m

l

a

atP
tlP

k

l
atP

0

2

0 2

2
2

0

22
!

2,
,2

~

!

2
,  

 
 

 
   

0
!

2,
,2

~

!

2
,

2

0 2

2
2

0

22 


















 



dt
m

l

a

atQ
tlQ

k

l
atQ

mn

m

m
n

k

k

k
 

Или, группируя  члены по четным и нечетным индексам и, учитывая (4) и (5), 

получаем следующее алгебраическое уравнение (по 𝑎2): 
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В результате получаем 

Теорема: Если P̅0(t) и Q̅0(t) являются непрерывно дифференцируемыми 

функциями 2n-порядка, P̃2(2l, t) и Q̃2(2l, t) непрерывными функционалами, 

тогда, для того, чтобы функционал  (6) имел минимум, когда 2n или 2n +1 

члены принимаются во внимание, тогда для параметра a2 получаем 

алгебраическое уравнение степени (2n-1).  

 

Учитывая  известные из практики значения параметров по предложенной 

схеме, рассмотрим следующие вычисления 

 
Пример. 

В газлифтном процесе параметры ,iF ,g ,ic i  2,1i определены в 

интервалах  l,0
 
и  ll 2, соответственно, следующим образом.  

:0 lx  1 0,006,F  1 0,717,  ,3311 c 1485l   

:2lxl  ,0042,02 F ,7002  8502 c  

Предположим ,что функции 0 ( )P t  и 0 ( )Q t на границе имеют вид: 

0 1 1( )P t t   ,   0 2 2( )Q t t    

где 1 1 2 21, 1, 1, 1          . 

Учитывая эти данные в (11) и (13) выполняется вычисление.Из линейного 

уравнения для 2  получено 26.02  , а из (13)  получено  что 24.02  . 

Поэтому можно сказать , что в  зависимости от членов ряда ,значение
2



приближается  к значению 
2

 , известной из практики. 

 

3. Заключение 

Как известно, коэффициент гидравлического сопротивления 
c


линейным образом участвует в коэффициенте 𝑎2 системы линейных  

дифференциальных уравнений (1). 

    Решение системы линейных уравнений гиперболического типа ищется в 

виде ряда  по переменной t. 

При определении коэффициента 𝑎2 получается алгебраическое уравнение 

первой степени, если из бесконечного ряда берутся два или три слагаемых. 

Если  из этих рядов выбирается четыре или пять слагаемых, то относительно 

𝑎2 получаем алгебраическое уравнение третьей степени. Наконец, если из 
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сказанных рядов подобрать 2n  или 2n+1  слагаемые, то относительно 𝑎2 

получается алгебраическое уравнение (2n-1  ) степени.       
      

При увеличении числа слагаемых,  полученное значение коэффициента  

гидравлического сопротивления приближается к  последнему значению. 

      Авторы выражают огромную благодарность академику Фикрету Алиеву 

за ценные советы. 
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ABSTRACT  

 
In this work, the mathematical model of oil production with gas-lift method is 

described and accepted that the motion of equation gas and gas-liquid mixture is described 

with hyperbolic special derivative system of differential equations. The function  txP ,  

and  ),( txQ appointed with sequence method.From these functions dependent functional 

is created and hydraulic resistance coefficient which gives the minimum value to this 

functional is appointed .It is shown that the value of 
c

 is approaching to the optimal value 

is known from practise. 

            Keywords: gas-lift, gas-liquid mixture, hydraulic resistance coefficient, sequence 

method. 
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